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Аннотация. 
Мақола Ҳисорак тўғонининг хусусий оғирлиги ва сувнинг гидростатик босимини ҳисобга олган ҳолда тўғоннинг 

кучланганлик-деформация ҳолатини ва мустаҳкамлигини баҳолашга бағишланган. Тадқиқот ишида Лагранжнинг ва-
риацион тенгламасидан фойдаланган ҳолда қўйилган масалани ҳал қилиш учун математик модель ишлаб чиқилган. 
Моделнинг адекватлиги, алгоритм ва дастурнинг тўғрилигини бир қатор масалаларни ечиш орқали аниқланган. Шу 
билан бирга, грунтли тўғонларнинг кучланганлик-деформацияланиш ҳолати ва мустаҳкамлиги тўғон грунтларининг 
физик-механик хусусиятларига, геометрик ўлчамига, юқори ва пастки таянч призмаларнинг нишаблигига ва сув ом-
борининг тўлдирилганлик даражасига боғлиқ бўлади. Ҳисоблаш усули сифатида чекли элементлар усули танланган.
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Аннотация
Статья посвящена исследованию напряжённо-деформированного состояния (НДС) и оценки прочности Гиссаракской 

грунтовой плотины в плоской постановке под действием массовых сил и гидростатических давлений воды. В работе раз-
работанная математическая модель для решения поставленных задач с использованием вариационного уравнения Ла-
гранжа. Адекватность модели, точность алгоритма и программы проверена решением ряда тестовых задач. При этом вы-
явлено, что напряжённо-деформированное состояние и прочность исследуемых грунтовых плотин существенно зависит 
от физико-механических свойств грунтов, соизмеримости геометрических размеров и коэффициентов откосов упорных 
призм плотин, а также от уровня заполнения воды в водохранилищах. В качестве вычислительного аппарата в работе ис-
пользуется метод конечных элементов. 

Ключевые слова: грунтовые плотины, вариационная уравнения, напряжённо-деформированное состояние, проч-
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Abstract
The article is devoted to the study of the stress-strain state (SSS) and the assessment of the strength of the Gissarak earth dam in 

a plane statement under the action of body forces and hydrostatic pressure. A mathematical model, algorithm and computer program 
for studying the stress-strain state and assessing the strength of structures are developed in the article using the Lagrange variational 
equation. The finite element method was used in the problem solution. The adequacy of the model, the accuracy of the algorithm and 
program were verified by solving a number of test problems. It was revealed that the stress-strain state and strength of the studied 
earth dams significantly depend on the physical and mechanical properties of soils, the commensurability of geometric dimensions 
and slope coefficients of the dam retaining prisms, as well as on the level of water filling in reservoirs.
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Введение и анализ современного состояния 
проблемы. В грунтовых плотинах под влиянием 

собственного веса и гидростатического давления воды 
происходит сложное взаимодействие между отдельными 
частями плотины. В ряде случаев под влиянием указан-
ных факторов в теле плотины и ее противофильтрацион-
ных устройствах появляются растягивающие напряже-
ния, что может привести к образованию в них трещин и 

нарущение прочностных характеристик плотин в целом. 
Задача исследований напряженно-деформированного 
состояния и оценка прочности грунтовых плотин явля-
ется сложной задачей механики деформируемого твер-
дого тела, при решении которой необходимо учитывать 
свойства материалов, конструктивную особенность соо-
ружений, сроки строительства, эксплуатации, разновид-
ность действующих нагрузок и т.п. Решение такой зада-
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чи в настоящее время затруднительно ввиду отсутствия 
достаточно обоснованных данных о нелинейных и рео-
логических свойствах грунтов, сложности одновремен-
ного учета влияния всех возможных факторов при чис-
ленной реализации решения и т.д. В то же время решение 
частных задач с принятием определенных допущений и 
предпосылок, наиболее полно и точно можно получить, 
пользуясь численными методами, например, методом 
конечных элементов (МКЭ) или методом конечных раз-
ностей [1-5].

На сегодняшний день существует ряд научных работ, 
которые посвящены исследованиям напряженно-дефор-
мированного состояния и оценке прочности грунтовых 
плотин с использованием различных моделей сооруже-
ний. 

Статические и динамические напряжённые состоя-
ния различных грунтовых плотин рассмотрены в работах 
[6–14], в которых учитываются конструктивные особен-
ности сооружений, нелинейных и влажностные свойства 
грунта, взаимодействие сооружений с водной средой 
водохранилища и другие особенности сооружений. В 
работе [15] проведены обзор и анализ результатов ис-
следований напряжённо-деформированного состояния 
каменно-набросных плотин с железобетонным экраном, 
выполненных разными авторами. Рассмотрены резуль-
таты аналитических, экспериментальных и численных 
исследований. Описаны модели, использованные для 
воспроизведения нелинейного характера деформации 
экрана и каменной наброски при численном моделиро-
вании НДС плотин.

В работе [16] представлены результаты исследования в 
плоской постановке оценки напряжённо-деформирован-
ного состояния грунтовых высоких плотин в зависимости 
от времени (анализ консолидации). Проанализированы 
некоторые результаты расчётов по определению влияния 
парового давления воды на напряжённо-деформирован-
ное состояние и осадки плотины. В работе [17] система-
тически обобщается накопленный опыт строительства 
высоких каменно-земляных плотин, обсуждаются ос-
новные технические вопросы, в том числе контроль де-
формаций, просачивания, устойчивости откосов, оценка 
безопасности и другие вопросы, касающиеся грунтовых 
плотин. В работе [18] методом конечных элементов ис-
следуется напряжённое состояние грунтовых плотин 
при статических и динамических воздействиях с учётом 
упруго-пластического деформирования грунта плотины 
и полученные численные результаты сопоставляются с 
результатами полевых измерений Вэньчуаньского зем-
летрясения. 

Как показывает обзор, исследования напряженно-де-
формированного состояния и оценка прочности грунто-
вых плотин с учётом конструктивных особенностей и ре-
альной работы сооружений исследованы недостаточно, 
поэтому проведение исследований в этом направлении 
представляет большой научный интерес. Прогноз пове-
дения грунтовых плотин должен основываться на воз-
можно более полном учёте всех факторов, влияющих на 
их НДС и прочность при различном роде нагрузок. 

Данная работа посвящена разработке методики рас-
чёта НДС и определению прочностной характеристики 
Гиссаракской плотины в плоской постановке с учётом 
конструктивных особенностей сооружения, свойств ма-
териалов и степени заполнения водохранилища. При ре-
шения задачи используется метод конечных элементов. 

2. Постановка задачи и методы решений
На рис. 1 представлена расчетная схема грунто-

вой плотины сложной геометрии, занимающее объём              
V= V1+V2+V3 (V1,V3 - объём верхней и нижней призмы,              
V2 - объём ядра) жёстко защемлены в основании ∑u, а 
поверхность нижнего откоса и гребня свободны от на-
пражения. Грунтовая плотина находится под действием 
массовых сил f

   и на поверхность ∑1 приложено гидро-
статическое давление воды p .

Для математической постановки задачи использован 
принцип возможных перемещений, согласно которому 
сумма работ всех активных сил, действующих на систему 
при возможных перемещениях равна нулю [5]: 

                                                                                                    (1)

Для дальнейшей постановки задачи также использу-
ются обобщенный закон Гука [19],

                                                                                                     (4)
В расчетах рассматриваются различные уровни за-

полнения водохранилища, при этом гидростатическое 
давление воды на напорной грани плотины определяется 
по формуле

                                                                                                   (5)
здесь: , ԑij, σij - векторы перемещений, компоненты 

тензоров деформации и напряжений; , δεij- изохронные 
вариации компонентов вектора перемещений и тензо-
ров деформации; ρ - плотность материала тела; oρ
- плотность воды, (h –x2) – уровень заполнения водохра-
нилища, f



- вектор массовых сил;  p - гидростатическое 
давление воды, действующее на поверхности 1Σ ;λ иµ
- константы Ламэ; kkεθ = - объёмная деформация; 
{u1,u2}={u,v}-компоненты вектора перемещений точки 
тела; {x}={x1,x2}={x,y}- координаты точки тела i,j,k=1,2.

Необходимо определить в теле плотины (рис.1) функ-
ции перемещений )(xu  , деформации ( )xij

ε  и напряже-
ний ( )xij



σ , возникающих под действием массовых )( f


 и 

                                                   (3)                                                                                                                                   
и  граничные условия

                                                   (2)                                                                                                                               
соотношение Коши 

Рис. 1.  Расчётная схема грунтовой плотины
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поверхностных ( p ) сил, удовлетворяющих уравнениям 
(1)-(3) и граничным условиям (4) при произвольных воз-
можных перемещениях uδ .

Для решения вариационной задачи (1) - (3) для обла-
сти неканонической сложной формы наиболее удобным 
является метод конечных элементов (МКЭ), который 
позволяет учесть как особенности геометрии, так и свой-
ства материала конструкции. Здесь, область занятая 
телом, разбивается на подобласти с различными физи-
ко-механическими характеристиками, затем подобласти 
автоматически разбиваются на треугольные конечные 
элементы первого порядка с 6 – ю степенями свободы. 

 Использование процедуры метода конечных элемен-
тов позволяет сводить рассматриваемую вариационную 
задачу (1)-(4) к системе неоднородных алгебраических 
уравнений высокого порядка, т.е.: 

a) u, см                                                     в) u, см

б) v, см                                                     г) v, см

                                                                                                   (6)

здесь: [K]- матрица жесткости для рассматриваемого 
тела (рис.1); {u} - искомые компоненты векторов пере-
мещений, в узлах конечного элемента; {P}- компоненты 
внешних (массовых и поверхностных) сил, действующей 
на узлы конечного элемента.

При решении выше поставленных задач использова-
лась разработанная нами программа расчета на ЭВМ. 

Результаты и обсуждение.
В работе исследуется напряжённо-деформированное 

состояние (НДС) и оценивается прочность грунтовых 
плотин в плоской постановке, под действием массовых 
сил и гидростатического давления воды. При иcсле-
дованиях влияния воды на НДС и прочности плотин 
рассматривались различные уровни заполнения воды, 
т.е. постепенность заполнения водохранилища. 

С помощью выше приведённой математической мо-
дели и метода исследуется НДС и прочность различных 
плотин под действием воды в верхнем бьефе, собствен-
ного веса сооружения, с учётом реальных физико-меха-
нических характеристик грунтов и конструктивных осо-
бенностей рассматриваемых плотин. 

Исследование проводились для Гиссаракской грунто-
вой плотины, основные геометрические и конструктив-
ные особенности которых имеют вид:

Гиссаракская плотина (рис. 2) высотой H=138.5 м на 
реке Аксу Кашкадарьинской области Узбекистана, с ко-
эффициентами откосов mb=2.2, mн=1.9. Упорные призмы 
1 уложены из горной массы с физико-механическими 
параметрами - E=3600 МПа,  удельный  вес грунта - γ=1.9 
тс/м3, коэффициент Пуассона - ѵ=0.3 и коэффицент сце-
пления С= 2 кПа. Ядро 4 уложено из суглинка с физи-
ко-механическими параметрами - E=2400 МПа, удельный 
вес грунта - γ=1.7 тс/м3, коэффициент Пуассона - ѵ=0.35 
и коэффицент сцепления С= 20 кПа. Переходная зона из 
песчано-гравелистого грунта. Гребень плотины шириной 
b=16 м и длиной L=660 м. 

Поставленная задача решается в два этапа: на 
первом этапе расчета рассматривается НДС грунтовой 
плотины под действием собственного веса и гидроста-
тического давления воды; а на втором этапе с исполь-
зованием результатов для напряжений, полученных на 
первом этапе расчета, оценивается прочность плотины с 
использованием теории прочности Кулона - Мора.  

На первом этапе расчета определяется НДС для 
центрального главного поперечного сечения плотины в 
плоской постановке. Для удобства анализа результатов в 
поперечном сечении плотины построены изолинии ком-

Рис. 2. Поперечное сечение Гиссаракской плотины
1 - упорные призмы, 2 - I слой переходных зон, 3 - II 

слой переходных зон, 4 - ядро.

Рис. 3. Поля равных уровней перемещений (u и v) Гиссаракской плотины при пустом (а, б) и в полном заполнения 
водохранилища (в, г). 
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а) , МПа                                                     г) , МПа

б) , МПа                                                     д) , МПа

в) , МПа                                                    е) , МПа

Рис. 4.  Поля равных уровней горизантальных σ11(а, г), вертикальных σ22(б, д) и касательных σ12(в, е) напряже-
ний для Гиссаракской плотины 

при пустом (а, б, в)  и   полном (г, д, е) заполнении водохранилища.

понентов перемещений и напряжений которые приво-
дятся ниже.

На рис. 3 приведены поля равных уровней горизон-
тальных (а, в) и вертикальных (б,г) перемещений Гисса-
ракской плотины в плоской постановке под действием 
собственного веса и гидростатического давления воды 
водохранилища.

Анализ полученных результатов (рис. 3 а и б) пока-
зывает, что перемещения точек в теле плотины имеют 
примерно симметричный характер относительно верти-
кальной оси плотины. В ядре плотины значение горизон-
тальных перемещений близки к нулю, а их величина уве-
личивается к центрам верхней и нижней упорных призм. 
При этом перемещение точки в вертикальном направле-
нии преобладает. Это объясняется тем, что расчёты про-
изводились с учётом только собственного веса плотины. 
В точках, расположенных в верхних уровнях сооружения 
значения перемещений больше, чем в точках нижнего 

уровня. Наибольшие перемещения наблюдаются на греб-
не и в зоне ядра плотины. Учёт конструктивных особен-
ностей, а именно наличие ядра из суглинка существенно 
влияет на значение перемещений только в зоне ядра. 

Значение перемещений точек профиля Гиссаракской 
плотины (рис. 3. в и г) существенно зависит от уровня за-
полнения воды в водохранилище. С увеличением уровня 
воды изменяется и поле перемещений профиля плоти-
ны: когда водохранилище заполнено до половины, меня-
ется лишь поле перемещений верхней опорной призмы, 
с увеличением уровня заполнения поля перемешений 
постепенно изменяется в ядре и далее в нижней опорной 
призме. 

В рис.4 приведены поля равных уровней горизонталь-
ных σ11 (а), вертикальных σ22 (б) и касательных σ12 напря-
жений Гиссаракской плотины под действием собственно-
го веса и гидростатического давления воды при пустом и 
полном заполнении водохранилища. 

Полученные результаты показывают, что в зонах, 
близких к контуру плотины напряжения практически 
нулевые, что объясняется отсутствием нагрузки на по-
верхности гребня и откосов. НДС в целом имеет почти 
симметричный характер относительно вертикальной 
оси плотины. А линий нулевого уровня касательных на-
пряжений - σ12 проходят по центральной оси симметрии 
плотины. С удалением от этой оси величины σ12 возраста-
ют, достигая максимума в нижней части откосов. В то же 
время влияние конструктивных особенностей ядра при-
водит к появлению арочного эффекта и существенному 
изменению НДС плотины. Эти явления объясняются тем, 
что вследствие различий в деформируемости материа-

лов суглинистого ядра и упорных призм, вызванных ста-
тическими или динамическими нагрузками, наблюдает-
ся появление арочного эффекта в поперечном сечении 
на контакте ядра с переходными зонами и призмами. В 
результате этого может нарушаться монолитность пло-
тины с вероятным образованием сквозных поперечных 
трещин внутри и продольных трещин на гребне ядра [20].

Сопоставление полученных результатов показывает, 
что при полном заполнении водохранилища влияние 
гидростатического давления воды полностью меняет 
характер распределения напряжений σ11, σ22 и σ12 в теле 
плотины и полностью теряется их симметричный харак-
тер. При этом величина напряжений σ11 увеличивается в 
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2–3 раза, а значение вертикальных напряжений σ22 уве-
личивается до 2 раз на участках, близких к откосу в верх-
ней призме. 

На втором этапе расчета с использованием результа-
тов полученных на первом этапе для напряжений, оцени-
ваются прочность рассматриваемой плотины в плоской 
постановке с использованием теории прочности Кулона 
– Мора. Согласно этой теории, при плоской деформации 
коэффициент запаса прочности «К» в каждой точке пло-
тины определяется следующим выражением [12]:

                                                                                                    (7)

здесь: К - коэффициент запаса прочности в каждой 
точке плотины; φ - угол внутреннего трения грунта; с – 
коэффициент сцепления; σ1 и σ2 - значения главных на-
пряжений возникающие в точках плотины.

В зависимости от значения определяемого коэффи-
циента запаса прочности «К» в работе делаются следую-
щие выводы:

1) Если К > 1, то эти точки грунтовой плотины счита-
ются прочными.

2) Если К = 1, то эти точки грунтовой плотины будут 
находиться в пределе прочности.

3) Если K < 1, то прочность в этих точек плотины 
считается необеспеченной и на этих участках теряется 
устойчивость плотины.

Для оценки прочности Гиссаракской плотины под 
влиянием собственного веса и гидростатического давле-
ния воды при полном заполнении водохранилища с по-
мощью выражения (7) определены значения коэффици-
ента запаса прочности «К» во всех точках тела плотины.

Полученнные результаты показывают, что значение 
коэффициента запаса прочности плотины (под действием 
статических нагрузок) на всех участках составляет К>1, 
что показывает обеспеченность прочности плотины в це-

лом. Также установлено, что гидростатическое давление 
воды в водохранилище активно влияет на характер рас-
пределения коэффициента запаса прочности «К» в теле 
плотины.

4. Выводы.
1. Для исследования напряжённо-деформирован-

ного состояния и оценки прочности грунтовых плотин 
в плоской постановке под действием статических на-
грузок разработана математическая модель на основе 
вариационного уравнения Лагранжа.  Поставленные за-
дачи с использованием методов конечных элементов 
сводились к большому порядку неоднородной системы 
алгебраического уравнения. 

2. С помощью разработанной программы расчета ис-
следовано НДС и оценена прочность Гиссаракской пло-
тины с использованием теории прочности Кулона – Мора  
под действием собственного веса и гидростатического 
давления воды. 

3. Выявлено, что:
- перемещения точек в теле плотины под действием 

собственного веса имеют примерно симметричный ха-
рактер относительно вертикальной оси плотины. При 
этом перемещение точек в вертикальном направлении 
преобладает. Наибольшие перемещения наблюдаются на 
гребне и в зоне ядра плотины; 

- уровень заполнения воды в водохранилище оказы-
вает существенное влияние на напряжённо-деформиро-
ванное состояние тела плотины.

4. Определение прочности грунтовых плотин с ис-
пользованием теории прочности Кулона – Мора показы-
вает, что значения коэффициента запаса прочности «К» 
для всех точек, рассматриваемой плотины получились   
К>1. Из этого видно, что обеспечена прочность Гиссарак-
ской плотины под действием массовых сил и гидростати-
ческого давления обеспечена. 
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